
 
   
 
 

Εισάγοντας την "Αρχή της Αβεβαιότητας" σε µαθητές Λυκείου µέσω 
απλών µαθηµατικών σχέσεων και µε τη χρήση αυτοσχέδιου 

Αλληλεπιδραστικού Λογισµικού 
 
 
Περίληψη 
Η εργασία αυτή παρουσιάζει την εισαγωγή της Αρχής της Αβεβαιότητας στην ύστερη ∆ευτεροβάθµια 
Εκπαίδευσης µέσω απλών (και γνωστών στους µαθητές) µαθηµατικών σχέσεων και µε τη χρήση ενός 
αυτοσχέδιου Αλληλεπιδραστικού Λογισµικού. Η µαθηµατική προσέγγιση, το λογισµικό, οι εφαρµογές 
και οι συνέπειες της Αρχής της Αβεβαιότητας απετέλεσαν βασικά συστατικά µέρη µιας διδακτικής 
παρέµβασης που πραγµατοποιήθηκε σε µαθητές της τελευταίας τάξης του Λυκείου. Τα αποτελέσµατα 
της εκπαιδευτικής αξιολόγησης που ακολούθησε παρουσιάζουν στατιστικά σηµαντική διαφορά 
µεταξύ των οµάδων ελέγχου και πειραµατισµού, πράγµα που φανερώνει ότι η πρόταση αυτή βοηθά 
τους µαθητές να κατανοήσουν µια θεµελιώδη αρχή της Κβαντικής Φυσικής.  
 
Abstract 
This paper presents the introduction of the Principle of Uncertainty in late Secondary Education 
through simple (and known to students) mathematical relationships and using an improvised 
Interactive Software. The mathematical approach, software, applications and implications of the 
uncertainty principle were key components of a teaching intervention carried out to pupils in their 
final year of high school. The results of educational evaluation that followed show a statistically 
significant difference between control and experimental groups, which indicates that this proposal 
helps students understand a fundamental principle of Quantum Physics. 
 
 
1. Εισαγωγή  
 
Αναγκαιότητα 
 
Η αρχή της αβεβαιότητας (ή απροσδιοριστίας) του Heisenberg είναι µια θεµελιώδης και 
γενεσιουργός αρχή της κβαντοµηχανικής (Johansson & Milstead 2008) την οποία πολλές 
επιστηµονικές οµάδες προσπάθησαν να καταρρίψουν µε πειράµατα, χωρίς όµως κάποιο 
αποτέλεσµα. Όπως αναφέρει χαρακτηριστικά ο Richard Feynman είναι αυτή που 
«προστατεύει» την κβαντική µηχανική (Feynman et al. 1963). Η κβαντική αβεβαιότητα 
εξηγεί τις κινήσεις και τις αλληλεπιδράσεις του µικρόκοσµου (συνεχείς κινήσεις, µεγάλες 
ταχύτητες), το µέγεθος και τη σταθερότητα των ατόµων, την εµβέλεια των δυνάµεων, τις 
ραδιενεργές διασπάσεις και τα βιολογικά φαινόµενα (σχηµατισµός του DNA), παρέχοντας 
µας γνώσεις που µπορεί να έχουν αντίκτυπο και στον τεχνολογικό µας πολιτισµό µέσω και 
των κβαντικών υπολογιστών (Hobson 1996). 
 
Βιβλιογραφική Ανασκόπηση 
 
Πέραν της σηµαντικότητας στην εξέλιξη της κβαντοµηχανικής, η αρχή της αβεβαιότητας 
πρέπει να αποτελεί µέρος της γνώσης του σύγχρονου ανθρώπου και απαραίτητα όσων 
µελετούν την κβαντική φυσική. Εκπαιδευτικά, αρκετές από τις συνέπειες της  αρχής της 
αβεβαιότητας του Heisenberg µπορεί να αποδειχθούν στην τάξη, αποτελώντας ένα εξαιρετικό 



σηµείο εκκίνησης για µια συζήτηση σχετικά µε την παράξενη φύση του κβαντικού κόσµου  
(Johansson & Milstead 2008). Η αρχή της αβεβαιότητας αντιπροσωπεύει  καλύτερα για τους 
µαθητές (ακόµα και από αυτή του δυϊσµού κύµατος - σωµατιδίου) τον τρόπο που η κβαντική 
θεωρία άλλαξε ριζικά την άποψή µας για τον κόσµο στο µικροσκοπικό επίπεδο (Olsen 2002).  
 
2. Μεθοδολογία 
 
Ερευνητικό Ερώτηµα 
 
Οι µαθητές του Λυκείου, µετά από τη διδακτική παρέµβαση για την αρχή της αβεβαιότητας 
µε την προτεινόµενη µαθηµατική προσέγγιση της, τη χρήση του αλληλεπιδραστικού 
λογισµικού και τα βήµατα του ηλεκτρονικού φύλλου εργασίας βελτιώνουν τις επιδόσεις τους 
σε ερωτήσεις και προβλήµατα που αφορούν τη φύση και τις συνέπειες της αρχή της 
αβεβαιότητας; 
 
Στόχοι εκπαιδευτικής παρέµβασης 
 
Στόχοι της παρουσιαζόµενης εκπαιδευτικής πρότασης και παρέµβασης είναι: α) η εισαγωγή 
της αρχής της αβεβαιότητας σε µαθητές της τελευταίας τάξης του Λυκείου της χώρας µας µε 
τη χρήση και µόνο διδαγµένων µαθηµατικών και φυσικών εννοιών, µεγεθών και διαδικασιών, 
β) η δηµιουργία πρωτότυπου και απλού εκπαιδευτικού λογισµικού µε προγραµµατιστικά 
εργαλεία ευρέως προσβάσιµα στους εκπαιδευτικούς αλλά και στους µαθητές, και γ) η 
σύνθεση, η διεξαγωγή και η αξιολόγηση µιας εκπαιδευτικής παρέµβασης που ενσωµατώνει 
κατάλληλα στα βήµατα της εκπαιδευτικής διαδικασίας πρωτότυπους ψηφιακούς 
πειραµατισµούς και µαθηµατικές διαδικασίες.  
 
Έρευνα 
 
Η αρχή της αβεβαιότητας µπορεί να γίνει κατανοητή µε τη χρήση του «κυµατοδέµατος», 
δηλαδή την παραγωγή ενός κύµατος εντοπισµένου χωρικά. Για την παραγωγή τέτοιου 
κύµατος πρέπει να χρησιµοποιηθεί η υπέρθεση ενός αριθµού κυµάτων µε διάφορα µήκη 
κύµατος, πράγµα που έχει σα συνέπεια το «άπλωµα» των αντίστοιχων ορµών τους στο χώρο 
των ορµών. Η συνηθισµένη µαθηµατική προσέγγιση είναι η χρήση της ανάλυσης Fourier 
(Phet Fourier: ∆ηµιουργία Κυµάτων, Tambade 2012). Τα ενδιαφέροντα σηµεία στην 
παρούσα προσέγγιση που τη διαφοροποιούν από προηγούµενες είναι: 
α) παρακάµπτεται η ανάλυση Fourier,  διαδικασία άγνωστη στους µαθητές Λυκείου µε τη 
χρήση δύο µόνο αρµονικών κυµάτων.  
β) Χρησιµοποιείται το φαινόµενο του διακροτήµατος, που είναι γνωστό στους µαθητές και το 
οποίο µε κατάλληλη αντιστοίχηση φυσικών µεγεθών οδηγεί στην εικόνα του 
«κυµατοπακέτου». Επίσης δίνει τη δυνατότητα να επιτευχθεί το σηµείο α) καθώς απαιτεί 
µόνο δύο ταλαντώσεις, δηλαδή µόνο δύο «συνιστώσες Fourier». 
Από τις µαθηµατικές γνώσεις των µαθητών χρησιµοποιούµε την υπέρθεση κυµάτων και τη 
σύνθεση ταλαντώσεων. Έτσι θεωρούµε δύο κύµατα που συµβάλλουν στο ίδιο µέσο τη 
χρονική στιγµή t0. Τα στιγµιότυπα των κυµάτων είναι: 
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για τα στιγµιότυπα γίνονται: 
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Με τον τρόπο αυτό η µαθηµατική επεξεργασία της υπέρθεσης των δύο κυµάτων για t=t0 είναι 
ανάλογη µε την σύνθεση των ταλαντώσεων του διακροτήµατος µε την αντιστοιχία: 
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Το αποτέλεσµα του στιγµιότυπου της υπέρθεσης είναι1: 
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και είναι στο χώρο (x,y) ανάλογο µε το διάγραµµα (t,y) του διακροτήµατος, το οποίο έχει 
διδαχθεί στους µαθητές θετικού προσανατολισµού της Γ΄ Λυκείου (βλ. Εικόνα 1). Εποµένως 
η συνάρτηση y(x) είναι περιοδική µε περίοδο L. Εξάλλου χρησιµοποιώντας την ορµή κατά de 
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Η αβεβαιότητα ∆P στις ορµές των κυµάτων είναι:  
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Η αβεβαιότητα στη θέση του σωµατίου που περιγράφεται από το «κυµατόδεµα» είναι 
ανάλογη µε την περίοδο L. Εδώ θεωρούµε ότι2  
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Χρησιµοποιώντας από τη θεωρία του διακροτήµατος, τον τρόπο εύρεσης της περιόδου του 
διακροτήµατος, και τις (6) και (7), έχουµε τη σχέση αβεβαιότητας: 
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Στην εκπαιδευτική µας προσέγγιση, στο βήµα του πειραµατισµού, επιλέξαµε τη χρήση 
λογιστικών φύλλων τα οποία έχουν αναδεχθεί σε ένα σηµαντικό παιδαγωγικό εργαλείο τόσο 
για την εκπαιδευτική προσέγγιση µιας σειράς κβαντοµηχανικών αρχών και φαινοµένων όσο 
και της φυσικής στο σύνολο της (Tambade 2012). Με τη χρήση του λογισµικού Microsoft 
Excel δηµιουργήσαµε υπολογιστικό φύλλο το οποίο επιτρέπει την οπτικοποίηση των αρχικών 
κυµάτων πριν την υπέρθεση και του τελικού αποτελέσµατος της υπέρθεσης. Οι 
οπτικοποιήσεις είναι ουσιαστικά γραφικές παραστάσεις τιµών που είναι καταγεγραµµένες σε 
κρυφό φύλλο εργασίας του προγράµµατος και οι οποίες υπολογίζονται µε τις σχέσεις (2) και 
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p x∆ ∆  είναι µεγαλύτερο από την ελάχιστη δυνατή. Η ελάχιστη τιµή αντιστοιχεί σε «γκαουσιανά» κύµατα 

(Tambade, 2012). 



(5). Με τη χρήση ενός µεταβολέα ο χρήστης µπορεί να µεταβάλλει το µήκος ενός από τα δύο 
αρµονικά κύµατα, επιδρώντας έτσι στην αβεβαιότητα της ορµής ∆p του τελικού 
«κυµατοδέµατος». Στη συνέχεια παρατηρεί και µετρά την αβεβαιότητα στη θέση ∆x. Η 
επιβεβαίωση της σχέσης αβεβαιότητας ορµής–θέσης υποστηρίζεται µε διαγράµµατα στα 
οποία απεικονίζονται οι µετρήσεις (Εικόνα 1). 
 

Εικόνα 1. Στατικά στιγµιότυπα από το αυτοσχέδιο Αλληλεπιδραστικό Λογισµικό. Αριστερά πάνω: Τα δύο 
κύµατα που υπερτίθενται σύµφωνα µε τις σχέσεις (2). Αριστερά κάτω: Το αποτέλεσµα της υπέρθεσης σύµφωνα 
µε τη σχέση (5). ∆εξιά: Η αβεβαιότητα στην ορµή ∆p είναι αντίστροφα ανάλογη µε την αβεβαιότητα στη θέση 

∆x. 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Το λογισµικό και η µαθηµατική επεξεργασία ενσωµατώθηκαν σε φύλλο εργασίας που 
υλοποιήθηκε µε σκοπό την εκπαιδευτική εισαγωγή της αρχής της απροσδιοριστίας στην 
τελευταία τάξη του Λυκείου. Το φύλλο εργασίας είναι βασισµένο στην εκπαιδευτική / 
επιστηµονική µεθοδολογία µε διερεύνηση  που αποτελεί µια παιδαγωγική προσέγγιση της 
επιστηµονικής ερευνητικής µεθόδου, της µεθόδου µε την οποία ο επιστήµονας, ο ερευνητής, 
ο άνθρωπος ερεύνησε και ερευνά το φυσικό κόσµο (Συγγραφείς, Εργασία 1). 
Οι έρευνες για τις προαντιλήψεις των µαθητών στην περιοχή της Κβαντικής Φυσικής  είναι, 
σε αντίθεση µε άλλους τοµείς της Φυσικής, είναι αρκετά σπάνιες. Παρόλα αυτά µέσα από την 
εκπαιδευτική µας παρέµβαση αντιµετωπίσαµε δύο σχετιζόµενες αντιλήψεις: 
Α) Το σωµάτιο κινείται σαν κύµα. Άρα το κυµατοπακέτο δεν αντιπροσωπεύει την πιθανότητα 
εύρεσης του σωµατίου σε κάποια θέση, αλλά την κίνηση που κάνει το σωµάτιο (Olsen 2002, 
σελ. 570, Εικ. 1). 
Β) Υπάρχει µία µόνο σωστή τιµή για τη θέση του σωµατίου, η <x>, η οποία υπόκειται σε 
πειραµατικό σφάλµα. ∆ηλαδή το σωµάτιο δεν µπορεί να βρεθεί σε καµία άλλη θέση εκτός 
από τη µέση τιµή του x, απλά οι συσκευές µας έχουν πειραµατικό σφάλµα και το βρίσκουµε 
µια εδώ και µια εκεί (Styer 1996, σελ. 32-33). 
Η αντιµετώπιση και στις δύο αντιλήψεις σχετίζεται. Χρησιµοποιήσαµε το διάγραµµα του 
τετραγώνου του κύµατος σα συνάρτηση του x, που αντιπροσωπεύει την πιθανότητα εύρεσης 
του σωµατίου σε θέση x. 
Έπειτα από την ολοκλήρωση του εκπαιδευτικού υλικού, διενεργήθηκε διαµορφωτική έρευνα 
µε τη συµµετοχή 5 µαθητών της Λυκείου, µε σκοπό τη βελτιστοποίηση του λογισµικού, του 
φύλλου εργασίας και της εκπαιδευτικής πορείας. Στη φάση αυτή της εργασίας έχουµε 
ολοκληρώσει τη διαµορφωτική έρευνα και αξιολόγηση και προχωρούµε στην 
πραγµατοποίηση της κύριας έρευνας. Το δείγµα µας αποτελούν συνολικά δύο τµήµατα 
µαθητών – µαθητριών της Γ΄ Λυκείου (οµάδα πειραµατισµού και οµάδα ελέγχου). Οι δύο 
οµάδες µαθητών της κύριας έρευνας έχουν στη διδακτέα ύλη τους σε εισαγωγικό επίπεδο την 
κυµατική θεωρία της ύλης του de Broglie καθώς και την αρχή της αβεβαιότητας 



(απροσδιοριστίας) του Heisenberg (στο κεφάλαιο «Ηλεκτρονιακή ∆οµή των Ατόµων και 
Περιοδικός Πίνακας» της Χηµείας Θετικού Προσανατολισµού της Γ΄ Λυκείου). 
 
Στην οµάδα ελέγχου έχουµε εφαρµογή παραδοσιακής διδασκαλίας µε χρήση µόνο της 
πληροφορίας που βρίσκεται στο αντίστοιχο σχολικό εγχειρίδιο. Η σχέση αβεβαιότητας 
παρουσιάζεται και σχετίζεται µε το «κυµατοπακέτο» χωρίς να γίνει αναφορά στον τρόπο που 
η µεταβολή της αβεβαιότητας ορµής επιφέρει µεταβολή στην αβεβαιότητα θέσης. Στην 
οµάδα πειραµατισµού οι κύριες διαφορές µε την οµάδα ελέγχου είναι η χρήση της αναλογίας 
του διακροτήµατος µε το κυµατοπακέτο και η χρήση του αλληλεπιδραστικού λογισµικού που 
δηµιουργήσαµε. Περιλαµβάνει ακόµη εναύσµατα και διατυπώσεις υποθέσεων των µαθητών, 
πειραµατισµούς µε το λογισµικό, διατύπωση συµπερασµάτων µετά τους πειραµατισµούς και 
αναφορές για τη σηµαντικότητα της αρχής της αβεβαιότητας στις Φυσικές επιστήµες. 
 
3. Αποτελέσµατα   
 
Η στατιστική επεξεργασία των απαντήσεων των µαθητών του δείγµατος, µας πληροφορεί ότι 
οι δυο οµάδες είναι ισοδύναµες πριν τη διδακτική παρέµβαση (τα αποτελέσµατα των pre–
tests έδειξαν πως δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά). Από την τελική στατιστική 
ανάλυση των δεδοµένων µας στο σύνολο τους, θα προκύψει µε ασφάλεια το συµπέρασµα για 
την µαθησιακή επίδραση που είχε η εκπαιδευτική µας πρόταση, η οποία ενσωµατώνει µια 
βατή και εύκολα υλοποιήσιµη από τους µαθητές και εκπαιδευτικούς προσοµοίωση µε τη 
χρήση υπολογιστικών φύλλων. 
 
4. Συµπεράσµατα   
 
Η πρόταση επιχειρεί την εκπαιδευτική προσέγγιση µιας φυσικής αρχής της Σύγχρονης 
Φυσικής η οποία έως τώρα απαιτούσε τη χρήση άγνωστων (αλλά απαραίτητων) για τους 
µαθητές µαθηµατικών διεργασιών (ανάλυση Fourier). Με γνωστά φαινόµενα, γνώριµες 
µαθηµατικές διεργασίες και κατάλληλες αντιστοιχίσεις οι µαθητές οδηγούνται στην εύρεση 
της εικόνας του «κυµατοπακέτου» και προσεγγίζουν τη φύση της αρχής της αβεβαιότητας. 
Ταυτόχρονα παρουσιάζει ένα πρωτότυπο και εύκολα πραγµατοποιήσιµο, τόσο από τους 
εκπαιδευτικούς όσο και από τους µαθητές, αλληλεπιδραστικό λογισµικό το οποίο οπτικοποιεί 
και παρέχει την δυνατότητα ελέγχου των µεταβλητών της παραπάνω προσέγγισης. Το 
λογισµικό ενταγµένο σε µια εκπαιδευτική ακολουθία φαίνεται να οδηγεί τους µαθητές σε 
θετικά µαθησιακά αποτελέσµατα. 
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